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Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra I

Zusatzblatt

Dieses Blatt dient nicht zur Abgabe, jedoch zum Uben von klausurrelevantem Stoff.

Aufgabe 1.1

Die Differenzmenge/Restmenge zweier Mengen X und Y ist gegeben durch X\Y :={z € X |z ¢ Y}.
Zeigen Sie fiir n € N, dass Z,\ZX genau dann ein kommutativer Ring ohne Eins ist, wenn n = p* fiir
eine Primzahl p und ein k € Ny erfiillt ist.

Aufgabe 1.2

Sei K ein Korper, n € N und A, B € M, x,(K) zunéchst so, dass AB = I[,. In diesem Fall wird A

linksinvers zu B genannt.

(a) Sei X € M, «1(K). Zeigen Sie, dass BX = 0 genau dann gilt, wenn X = 0 erfiillt ist. Folgern Sie,
dass das lineare Gleichungssystem BX = c fiir jedes ¢ € M,,«1(K) genau eine Losung besitzt.

(b) Zeigen Sie, dass A auch rechtsinvers zu B ist, d.h. es gilt BA = I,.

(¢) Seien nun C, D € M, x,(K) beliebig aber derart, dass CD + C 4+ D = 0. Beweisen Sie CD = DC.

Aufgabe 1.3
(a) Losen Sie mit dem Gaufsschen Eliminationsverfahren das folgende Gleichungssystem iiber R:
r+10y—22z = 0
3z+y+z = 12
Tr+4y+2z = 4

(b) Sei K ein Korper, n € Nund A € M, «,,(K). Zeigen Sie, dass AX = b genau dann eine Lésung fiir
jedes b € M, «1(K) besitzt, wenn die Spalten von A eine Basis des M), 1 (K) bilden.

Aufgabe 1.4
Sei K ein Korper und n € N. Die Spur (engl. trace) einer Matrix A = (aij)1<ij<n € Mpxn(K) ist
gegeben durch tr(4) := Y ay.
i=1

(1) Zeigen Sie, dass tr: M, x,(K) = K, A — tr(A) eine lineare Abbildung ist.

(2) Zeigen Sie, dass fiir alle A, B € M,,«,(K) schon tr(AB) = tr(BA) gilt.

(3) Zeigen Sie, dass genau dann zu jeder Matrix A € My, x,(K) ein ¢ € K mit tr(A —al,) = 0

existiert, wenn die Charakterisik von K nicht n teilt.

Aufgabe 1.5
(a) Betrachten Sie die Abbildung

[iMsx1(Fo) —  Msyq(F2)
a 0
b
c — a
d b
€ C

Zeigen Sie, dass f ein linearer Operator ist und bestimmen Sie die Matrixdarstellung von f beziiglich
der Standardbasis von My (Fa).

(b) Sei K ein Korper, n € N, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f: V — V eine lineare Abbildung
mit dim(ker(f)) = k fiir ein geeignetes k € Ny. Zeigen Sie, dass eine Basis B = {by,...,b,} von V
deart existiert, dass f(b;) = 0 genau dann gilt, wenn i < k.



